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摘要
本文研究欧几里得平面上的一个简单中心场模型，其中势函数只依赖于点到固

定中心的距离。我们证明：这样的势函数限制在等势圆的任一切线上时，会在切点
处取得严格最大值。因此，沿切线方向，势函数增加的方向始终指向切点，而不是
指向更远处的可见高点。随后，本文把这一精确的几何事实与常被描述为“液体向
上坡流动”的视觉错觉区分开来。该错觉的原因并不是引力规律被破坏，而是观察
者的视线信息不完整：真实剖面中的一个更低点被遮蔽后，观察者会对坡度方向作
出错误判断。

1 引言
考虑如下情形：给定一个以点 O 为中心的中心场、一条等势圆 Sr0、圆上的切点 O′，

以及该点处的切线 l。在线 l 上取两点 A 与 B，并令它们位于 O′ 的两侧。
自然会出现两个问题：
1) 势函数沿切线 l 如何变化；
2) 为什么在实际观察中，尽管数学模型并不预言这种行为，人们却仍可能产生“道
路上坡”或“液体上坡流动”的印象。
第一个问题是纯几何问题。第二个问题属于解释与感知层面：必须区分真实剖面与

观察者实际看到的剖面。

2 数学模型
定义 2.1. 设 R2 为欧几里得平面，O 为其中一个固定点。给定标量函数

Φ(X) = f
(
|OX|

)
,

其中 f : (0,+∞) → R 为严格递减函数。因此，Φ 仅依赖于点 X 到中心 O 的距离。
假设 2.2. 对每个 r > 0，圆

Sr = {X ∈ R2 : |OX| = r}

都是等势的，并且
r1 < r2 =⇒ Φ|Sr1

> Φ|Sr2
.

等价地说，Φ 的数值会随着到 O 的距离增大而严格减小。
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定义 2.3. 固定一个数 r0 > 0、圆 Sr0 以及一点 O′ ∈ Sr0。记 l 为圆 Sr0 在点 O′ 处的切
线。在线 l 上取两点 A,B，并令它们位于 O′ 的两侧。

图 1: 切线上的势函数几何。对切线上的所有点而言，O′ 是离中心 O 最近的点，因此
受限势函数 Φ|l 在 O′ 处取得最大值。

引理 2.4. 对任意点 X ∈ l，都有
|OX|2 = |OO′|2 + |XO′|2 = r20 + |XO′|2.

因此，若 X,Y ∈ l 且
|XO′| < |Y O′|,

则
|OX| < |OY |.

证明. 由于半径 OO′ 在点 O′ 处垂直于切线 l，三角形 XOO′ 在 O′ 处为直角三角形。由
勾股定理，

|OX|2 = |OO′|2 + |XO′|2 = r20 + |XO′|2.

于是 |OX| 随着 |XO′| 的增大而严格增大。
定理 2.5 (切线上的势函数). 设 X,Y ∈ l。若

|XO′| < |Y O′|,

则
Φ(X) > Φ(Y ).

特别地，受限势函数 Φ|l 在切点 O′ 处取得严格最大值。
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证明. 由引理 2.4 可知，|XO′| < |Y O′| 推出 |OX| < |OY |。由于 Φ(X) = f(|OX|) 且 f
为严格递减函数，因此

Φ(X) > Φ(Y ).

当 X = O′ 时，|XO′| = 0，所以对任意 Y ∈ l \ {O′} 都有

Φ(O′) > Φ(Y ).

推论 2.6. 若点 A 与 B 满足
|AO′| > |BO′|,

则
|OA| > |OB|, Φ(A) < Φ(B) < Φ(O′).

注记 2.7. 推论 2.6 给出了关键结论：如果点 A 比点 B 更远离切点 O′，那么在一个中
心递减场中，A处的势函数值一定小于 B 处的势函数值。因此，仅凭切线几何本身，不
能推出液体会沿切线从 B 自发流向更远的高点 A。

3 错觉的几何机制
定理 2.5 描述的是势函数的真实分布。然而，人类感知并不掌握完整剖面，而只依

赖于可见的那一部分。如果道路上的更低点被遮挡，那么观察者对可见轮廓的解释就可
能出错。
图 2 展示了这一情形。观察者位于 B 附近，能够看到远处的高点 A，却看不到靠近

O′ 的隐藏低点。在这种构型下，对“左边可见高度”与“右边可见高度”的比较就不再
可靠，因为真实剖面包含一个未被视觉控制的凹陷。

图 2: 视觉错觉示意图。观察者能够看到远处高点 A，却看不到靠近 O′ 的隐藏低点。因
此，真实的下坡方向可能被误判为上坡。

注记 3.1. 因此，这种错觉的几何原因并不是场的方向发生了改变，而是观察者只比较
了视线能够覆盖到的剖面片段，却没有看到相关区间上的全局低点。
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4 物理解释
把点 O 解释为行星中心，把函数 Φ 解释为一个随离心距离增大而严格减小的标量

量。那么，各圆 Sr 就是等势线，而切点 O′ 则是沿切线方向势函数取最大值的特殊点。
因此，物理上正确的结论是：
• 中心场的数学模型并不预言沿切线从较近点自发运动到更远高点；
• 所谓“上坡流动”或“道路上升”的观测，应归入透视错觉或可见性错觉；
• 要解释这种错觉，必须分析可见剖面，而不能只依赖观察者附近的局部视觉印象。

5 结论
本文建立了两个彼此分开的结论。
第一，对于任意形如

Φ(X) = f(|OX|)

且 f 严格递减的中心场，势函数在等势圆切线上的限制一定在切点处取得严格最大值。
这给出了比较切线上各点的精确规则：点离 O′ 越远，Φ 的值越小。
第二，看似违反“正常下坡方向”的现象，应当单独解释为一种视觉错觉，其原因

是剖面中的隐藏低点。因而，这一现象并不意味着引力规律被破坏，而是反映了真实几
何与不完整观测图像之间的差别。
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